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Tugas akhir ini membahas  tentang trace  dari matriks simetris berbentuk khusus 33  berpangkat 
bilangan bulat. Untuk  mendapatkan bentuk umum trace  matriks simetris berbentuk khusus 33   
berpangkat bilangan bulat diperoleh dengan cara menentukan perpangkatan matriks simetris 
2
3A
sampai 103A  dan 
2
3
A  sampai 103
A . Selanjutnya menduga bentuk umum perpangkatan  matriks 
nA3 , dan dibuktikan menggunakan induksi matematika berlaku juga untuk bentuk umum 
perpangkatan  matriks  
nA3 ,  kemudian membuktikannya  menggunakan aturan invers. Terakhir 
diperoleh )( 3
nAtr  dan )( 3
nAtr   menggunakan definisi trace dan mengaplikasikannya dalam bentuk 
contoh. 
 
                                                                                                                                                       













TRACE MATRIKS SIMETRIS BERBENTUK KHUSUS     
BERPANGKAT BILANGAN BULAT  
 
FATRI BAYU CENIA 
  11554202709 
 
Tanggal Sidang : 07 Juli 2021 
                                                         Periode Wisuda : 
 
Program Studi Matematika 
Fakultas Sains dan Teknologi 
Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau 




This final project discusses the symmetrical trace of a integer power of real 3x3 special  matrices. 
To get the general form of a symmetrical trace of positive integer power of 3x3 special matrices, it 
must has an matrix multiplication 23A to 
10
3A  and 
2
3
A  to 103
A . Then, the general form of the 
matrix multiplication nA3  is assumed and proved by using mathematical induction as it is also 
valid for the general form of an matri multiplication  nA3 . Then, it is proven by using inverse rule. 
Finally, the )( 3
nAtr  and )( 3
nAtr   is obtained, that is by using trace definition which then applied to 
the example questions. 
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1.1 Latar Belakang 
  Operasi matriks dapat dilakukan diantaranya penjumlahan matriks, 
perkalian matriks, perpangkatan matriks, trace matriks, invers matriks dan 
determinan matriks. Pada tugas akhir ini, penulis membahas operasi matriks  salah 
satunya yaitu tentang trace matriks. Trace matriks adalah jumlah dari setiap 
elemen-elemen diagonal utama suatu matriks bujursangkar [1].   
Untuk mendapatkan trace suatu matriks berpangkat, matriks tersebut  
harus dipangkatkan terlebih dahulu sampai pangkat yang diinginkan. Selanjutnya  
diagonal pada matriks  dijumlahkan maka diperoleh trace matriks berpangkat 
dengan  menggunakan definisi trace matriks. Salah satu penelitian  membahas 
tentang trace matriks berpangkat ialah [2], yang  membahas mengenai trace 
matriks real 22  berpangkat  bilangan bulat positif. Hasil pada penelitian 
mendapatkan persamaan umum yaitu: 
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genap. 
  Penelitian trace matriks  juga dibahas  oleh  [3]  mengenai  bentuk  umum  
trace  matriks real 22  berpangkat bilangan bulat negatif.  Matriks yang 










A ,,,,                          (1.1) 
Hasil yang diperoleh  pada penelitian tersebut mendapatkan persamaan bentuk 








































































Pada tahun 2017 [4] melakukan penelitian mengenai trace matriks 
berbentuk khusus 2 2  berpangkat bilangan bulat negatif. Dalam penelitian  













A                         (1.2) 
Bentuk  umum  trace matriks berbentuk khusus 2 2  berpangkat bilangan bulat 
negatif dengan A  memiliki invers       yaitu :  
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    Pembahasan tentang trace matriks juga dilakukan oleh [5] pada penelitian 
yang membahas mengenai bentuk umum  trace matriks berbentuk khusus 2 2  
berpangkat bilangan bulat positif. Matriks yang digunakan dalam penelitian  










A ,,, .                                                                                (1.3) 
Penelitian tersebut mempeloreh hasil bentuk umum trace matriks 2 2  
berpangkat bilangan bulat positif yaitu: 
            {
                                                  
        
 
         
 
                   
 
                  
Pada tahun 2019 [6] meneliti tentang trace matriks segitiga 33 berpangkat 
bilangan positif. Matriks  yang digunakan yaitu matriks segitiga atas dan segitiga 
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Penelitian tersebut  mendapatkan  hasil trace yang sama dari kedua matriks  yaitu: 
  .3)( 33 nnn aBtrAtr   
  Selanjutnya [7] juga membahas  mengenai bentuk umum dari trace 
matriks berpangkat bilangan bulat negatif. Matriks yang digunakan adalah matriks 















































Penelitian tersebut mempeloreh hasil trace matriks segitiga 44  berpangkat 

















Berdasarkan dari uraian di atas  penulis tertarik membahas mengenai trace 
matriks berpangkat bilangan bulat. Pada tugas akhir ini, penulis ingin 
mengembangkan tentang trace matriks simetris berpangkat. Judul pada tugas 
akhir ini ialah “Trace Matriks Simetris Berbentuk Khusus     Berpangkat 





1.2     Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan, perumusan masalah pada 
tugas akhir ini adalah bagaimana bentuk umum trace matriks simetris bentuk 
khusus       berpangkat bilangan bulat ? 
1.3    Batasan Masalah 
    Batasan masalah pada tugas akhir ini dibatasi oleh matriks simetris yang 




















A                                                       (1.4) 
1.4 Tujuan Penelitian 
Tujuan penelitian ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks 
simetris berbentuk khusus        berpangkat bilangan bulat. 
1.5 Manfaat Penelitian 
    Adapun beberapa manfaat dari penelitian ini yaitu: 
1. Menambah ilmu  bagi penulis tentang  dari aljabar linear, matriks dan 
trace matriks. 
2. Dapat dijadikan referensi bagi pihak yang membutuhkan. 
1.6 Sistematika Penelitian 
        Sistematika penulisan dalam penelitian ini mencakup lima (V) bab yaitu 
BAB I   PENDAHULUAN 
Bab ini menjelaskan latar belakang, rumusan masalah, batasan 
masalah tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 
penelitian. 
BAB II LANDASAN TEORI 
Bab ini berisikan teori-teori yang akan dibahas tentang matriks 
simetris, trace matriks, penjumlahan matriks, perpangkatan  





BAB III METODE PENELITIAN 
Bab ini berisikan langkah-langkah dalam menentukan bentuk 
umum dalam menentukan nilai trace matriks simetris 3 x 3  
berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat . 
BAB IV PEMBAHASAN 
Bab ini menjelaskan secara jelas dalam mendapatkan bentuk umum 
trace matriks simetris 3 x 3 berbentuk khusus berpangkat bilangan 
bulat. 
BAB V PENUTUP 



























Pada bab ini berisikan landasan teori yang mendukung dalam 
menyelesaikan permasalahan  pada bab selanjutnya. 
2.1 Matriks Simetris 
Definisi 2.1[1] Suatu  matriks bujursangkar A adalah simetris (symmetris) jika 
tAA  .  
Teorema 2.1 [1] Jika A dan B adalah matriks-matriks  simetris dengan ukuran 
yang sama, dan jika k adalah skalar sebarang, maka: 
(a) tA   adalah simetris. 
(b) BA   dan BA   adalah simetris. 
(c) kA adalah simetris. 
Contoh  2.1    






























B    maka tentukan ? 
1. A  dan B  adalah  simetris. 
2. BA   dan BA   adalah simetris. 
3. kA dan kB   adalah simetris. 
Penyelesaian : 
1. Akan dibuktikan bahwa A  dan B  adalah  simetris. 
 

































































          Berdasarkan matriks tAA  dan tBB   maka  matriks A dan B  adalah  
simetrik. 
          2. Akan dibuktikan BA   dan BA   adalah simetris. 
a) Akan ditunjukan  bahwa BA  =












































BA , sehingga didapatkan 
















BA .   
b) Akan ditunjukan  bahwa 














































BA sehingga didapatka  





















Dari hasil yang diperoleh dari BA  =
tBA )(  dan     tBABA )(   
maka terbukti BA   dan BA   adalah simetris . 
  3. Akan dibuktikan kA  dan kB  adalah simetris. 



























































        b). Akan ditunjukan  bahwa  tkBkB . 























































Berdasarkan  hasil  yang diperoleh   tkAkA  dan  
t
kBkB   maka  
terbukti bahwa  kA  dan kB  adalah simetris. 
2.2 Perkalian Matriks 
 Perkalian suatu matriks dapat dihitung dengan dua cara ialaah perkalian 
matriks dengan skalar dan perkalian matriks dengan matriks. Berikut diberikan 
beberapa definisi  yang berhubungan dengan perkalian matriks. 
2.2.1 Perkalian matriks dengan skalar  
Definisi 2.2 [1] Jika A  adalah matriks sebarang  dan c  adalah skalar sebarang, 
maka hasil kali (product) cA  adalah matriks yang di peloreh dari perkalian setiap 
entri pada matriks A dengan c . Matriks cA  disebut sebagai kelipatan skalar dari 
A . 
Contoh  2.2  
































































2.2.2 Perkalian Matriks dengan matriks  
Definisi 2.3 [1] Jika A  adalah matriks rm  dan B  adalah matriks nr  , maka 
hasil kali AB  adalah matriks nm yang entri-entrinya ditentukan. Untuk mencari 
entri dalam baris i  dan kolom j  dari AB , pisahkan baris i  dari matriks A  dan 
kolom j  dari matriks B . Kalikan entri-entri yang  bersesuaian dari baris dan 
kolom tersebut dan kemudian jumlahkan hasil kali yang didapatkan.                                                                                                                                  
Contoh 2.3 






























B tentukan  perkalian 












































2.3 Perpangkatan Matriks 
Definisi 2.4 [1] Jika A  adalah matriks bujursangkar, maka  defenisi dari  pangkat  
integer  tak negatif dari  A  adalah  : 
,0 IA                      ⏟  
        
           
 Selanjutnya,  jika A  dibalik  maka defenisi dari  pangkat integer  negatif dari  A  
adalah: 
                                  ⏟     
        























A   tentukanlah 































































































2.4 Determinan Dan Invers Matriks 
Definisi 2.5 [1] Misalkan A adalah matriks bujur sangkar. Fungsi determinan 
(determinant function) dinotasikan dengan det dan kita mendefinisikan det( A ) 
sebagai jumlah dari semua hasil kali elementer bertanda dari A . Angka det( A ) 
disebut determinan dari A (determinant of A).  
 Dalam menentukan determinan dari sebuah matriks, ada beberapa metode 
salah satunya adalah metode ekspansi kofaktor. Berikut adalah definisi dan 




Definisi 2.6 [1] Jika A  adalah suatu matriks bujur sangkar, maka minor dari entri 
ija dinyatakan sebagai ijM dan didefinisikan sebagai determinan dari submatriks 
yang tersisa setelah baris ke- i  dan kolom ke- j dihilangkan dari A . Bilangan 
ij
ji M )1( dinyatakan sebagai 
ijC  dan disebut sebagai kofaktor dari entri ija .  
Teorema 2.2 [1] Determinan dari matriks nxnA  dapat dihitung dengan mengalikan 
entri-entri pada sebarang baris (atau kolom) dengan kofaktor-kofaktornya dan  
menjumlahkan hasilkali yang didapatkan di mana untuk setiap ni 1  dan 
nj 1 , 
1. Ekspansi sepanjang kolom ke- j   
          
....)det( 2211 njnjjjjj CaCaCaA   
2. Ekspansi sepanjang baris ke- i  
  ....)det( 2211 ininiiii CaCaCaA   
Definisi 2.7  [1] Jika    adalah matriks        sebarang dan     adalah  kofaktor 



























disebut matriks kofaktor dari A. Tranpos dari matriks ini disebut adjoin dari A 
dan dinyatakan sebagai adj(A). 
Contoh 2.5 















A tentukan determinan dengan 
menggunakan  ekspansi  kofaktor sepanjang baris  pertama! 
Penyelesaian 







11 )1()1( MCMC ij
ji
ij
















maka didapatkan determinan yaitu
 
131312121111)det( CaCaCaA   
           )7(1)11(4)2(2   
           .417444   
Definisi 2.8 [1] Jika A  adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat matriks B  
yang ukurannya sama demikian rupa sehingga IBAAB  , maka A  disebut 
dapat dibalik (invertible) dan B  disebut sebagai invers (inverse) dari A . Jika 
matriks B  tidak dapat didefinisikan, maka A dinyatakan sebagai matriks 
singular.  






















A maka tentukanlah inversnya! 
Penyelesaian 























Untuk menentukan adj(A) kita menggunakan dari Definisi 2.7 ialah  


























































2.5 Trace Matriks 
Definisi 2.9  [1]  Jika   adalah sebuah matriks bujursangkar, maka trace dari A  
yang dinyatakan sebagai )(Atr , didefinisikan sebagai jumlah entri-entri pada 
diagonal utama A . Trace dari A  tidak dapat didefinisikan jika A  bukan matriks 
bujur sangkar. 
  Untuk mendapatkan trace matriks berpangkat, pertama matriks harus 

















A tentukanlah ),(Atr  2)(Atr  dan 3)(Atr ! 
Penyelesaian :  











































































































A  maka 
.879246312321)( 3 Atr
    
 
2.6 Trace Matriks  Berpangkat Bilangan Bulat 
 Pembahasan mengenai tentang trace matriks berpangkat dibahas oleh        
[7] dalam penelitiannya tersebut menggunakan matriks segitiga atas dan matriks 
segitiga bawah yang berjudul “ Trace Matriks Segitiga 4x4 Berpangkat Bilangan 
Bulat Negatif”. Pada bagian ini penulis menjabarkan  trace matriks segitiga 
atasnya saja. Berikut ini adalah langkah-langkah  penelitiannya:  





































































                            

































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































           Dari hasil perpangkatan 
2
4
A  sampai 
11
4
A , maka dapat diduga bentuk 
umum 
nA4   sebagai berikut: 
  
























































































4. Membuktikan bentuk umum 
nA4  dengan menggunakan  aturan invers yaitu: 























.   
Maka: 

















































































































4 ,   









Pembuktian teorema ada pada laporan tugas akhir [7] pada tahun 2020 hal 46. 
2.7   Induksi Matematika 
Definisi 2.10 [8] Merupakan teknik pembuktian yang baku di dalam matematika. 
Melalui induksi matematika dapat mengurangi langkah-langkah pembuktian 
bahwa semua bilangan bulat termasuk ke dalam suatu himpunan kebenaran 
dengan beberapa langkah terbatas. Induksi matematika digunakan untuk 
membuktikan pernyataan.  
Prinsip induksi sederhana sebagai berikut: 
Misalkan )(np  adalah proposisi perihal bilangan bulat positif dan kita ingin 
membuktikan bahwa )(np  benar untuk semua bilangan bulat positif n. Untuk 
membuktikan proposisi ini,  kita hanya perlu  menunjukkan bahwa: 
(1)   )1(p  benar 
(2) Jika )(np  benar, maka )1( np   juga benar untuk setiap 1n   hingga  
)(np benar untuk semua bilangan bulat positif n . 
Contoh   2.7     
Gunakan induksi matematika untuk membuktikan bahwa jumlah   buah bilangan 
ganjil pertama adalah    .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                              
Penyelesaian 
Misalkan )(np  adalah proposisi jumlah   buah bilangan ganjil ialah kelipatan   .  
1. Akan dibuktikan )1(p  benar, maka akan ditunjukan     . 




2. Misalkan )(np  benar, yaitu asumsikan bahwa               
   akan ditunjukan  bahwa )1( np  juga benar, yaitu: 
                           , pembuktiannya adalah; 
                      
= [             ]         
            =          =         
            =        
      Dari  hasil langkah 1 dan 2,  telah diperlihatkan benar,  maka terbukti  bahwa  






Metode penelitian penulis menjelaskan studi literatur dengan langkah-
langkah sebagai berikut; 



















A    
2. Menentukan perpangkatan matriks     
  sampai     
  . 
3. Menduga bentuk umum  matriks     
  ,    bilangan bulat positif 
4. Membuktikan bentuk umum matriks simetris     
  dengan    bilangan bulat 
positif menggunakan induksi matematika. 
5. Menduga bentuk umum  matriks        
  ,    bilangan bulat positif 
6. Membuktikan        
  ,    bilangan bulat positif dengan  pembuktian 
langsung 
7. Menentukan  invers matriks    dengan metode adjoin. 
8. Menentukan  perpangkatan matriks      
   sampai     
    .   
9. Menduga  bentuk umum matriks     
  dengan    bilangan bulat negatif. 
10. Membuktikan bentuk umum matriks     
  ,  bilangan bulat negatif 
menggunakan  aturan invers,   yaitu IAAAA nnnn   3333  
11. Menduga bentuk umum  matriks        
     bilangan bulat negatif. 
12. Membuktikan  bentuk umum matriks        
  ,   bilangan bulat negatif 
dengan pembuktian langsung. 
13. Aplikasi bentuk umum        






Berdasarkan pembahasan yang dipaparkan pada Bab IV tentang trace 
matriks simetris berbentuk khusus 33  berpangkat bilangan bulat dengan 
menggunakan matriks pada Persamaan (1.4)  maka  diperoleh : 




















Didapatkan bentuk umum perpangkatan matriks simetris 33  berpangkat 
bilangan bulat  positif yaitu : 
     
     





















































































untuk           ;
3
2112





dan diperoleh juga: 




















dengan n bilangan bulat positif. 























Didapatkan bentuk umum perpangkatan matriks simetris 33  berpangkat   
bilangan bulat  negatif yaitu : 
             
     
     


























































































untuk           
.2.3
1121




           dan diperoleh juga: 
           





















3 , dengan n bilangan bulat negatif. 
5.2 Saran  
Pada tugas akhir ini penulis membahas tentang trace matriks simetris 
berbentuk khusus 33  berpangkat bilangan bulat dengan entri matriks bilangan 
real. Penulis berharap agar pembaca dapat mengembangkan penelitian ini dengan 
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